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Abstract

We provetheexistenceof covariantstar-productson theorbits of thecoadjointrepre-
sentationof aLie groupwhichadmitspolarisations.

Résumé

On démontreI’existencede produits-starcovariantssur les orbitesde la representation

coadjointed’un groupedeLie qui admettentdespolarisations.
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0. Introduction

Lesproduits-star(deformationsformellesassociativeset pilotéespar le cro-
chetdePoissondesfonctionsC~surunevariétésymplectique)ont étéintroduits
dans[1] parF. Bayen,M. Flato,C. Fronsdal,A. Lichnerowiczet D. Sternheimer
commeun procédénaturalet nouveaudequantificationgéométrique.

L’application de cettethéoriea la recherchede representationsunitairesirré-
ductiblesd’ungroupedeLie Gau moyendelaquantificationdesesorbitescoad-
jointes0 aétéproposéepar C. Fronsdaldans[21 et plusieursauteursont dével-
oppé cettethéoriepour desclassesparticulièresde groupesde Lie (nilpotents,
exponentiels,compacts,et, danslecassemi-simple,lesorbitescorrespondantesa
la sérieprincipaleunitaireet la sériediscreteholomorphe[3—51). Puisquele
nouveauproduitsurC°°(0) corresponda la compositiondesopérateurs,on de-
mandetoujoursqu’il satisfassela conditionde “covariance”suivante:
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(1)

pourtout X Ct Ydeg. Ici X représentela fonction “coordonnée”~ <~,X> sur
0. On obtienten effet alorsunerepresentationnaturellede l’algèbre de Lie g de
Gen desderivationsde (C~(0),*). Si G est connexeet simplementconnexe,
on peutexponentiercetterepresentationen unerepresentationde G en desau-
tomorphismesde (C°°(0), *) qui estunedeformationdel’action géométrique
deG.

On sait depuis [61 quen’importe queuevariétésymplectiqueadmetdespro-
duits-star.Laquestiondesavoirsi Ofl peutdéfinir surn’importantequeueorbite
coadjointe0 de G un produit-starcovariant [c’eSta dire vérifiant (1)1 reste
cependantouverte.Nousavonsprouvédansun article recent [7] quececi était
possiblesi 0 admettaitunepolarisationréelle (invariantesousl’action du stabi-
lisateurdu pointconsidéré).Le but dece papierestdeprouverqu’untel produit-
starexistedesque0 admetunepolarisation(complexeou réelle).

Pourceci, nousavonssuivi notreméthodede constructionde [71.La “partie
complexe”de la polarisationfait apparaItreunedecompositionde l’orbite déjà
remarquéeparPukanszky[81dansle casresolubleetles auteursde [9]. On voit
entr’autresapparaItreun fibre naturalavecdesfibres kaehlériennes.Nousavons
besoinde La constructiond’un produit-starsur descartesdecesfibres qui rem-
placele produit-starde Moyal surles cartescanoniquesdansle casreelet qui a
les propriétésdemandéesvis a vis lesfonctions~. Ceproduit-stars’obtientgrace
a une paramétrisationprecise du fibre suivant les idéesde Pukanszky.Notre
demonstrationétablitaussil’existencedeproduits-star“naturals” surlesvariétés
kaehlériennes.

1. Généralités

SoitGun groupedeLie reelconnexeet soit~ sonalgèbredeLie. Notonsparg”
le dualde~.Le groupeGagitsur~ par La representationcoadjointe

Gx9*_*~*, (g,~)~-~g=~oAd(g’)

~ est munie d’une structure de Poisson par la donnée du 2-tenseur contravariant

antisymétriqueA défini par

A~(X,Y)=<~,[X, Y]> , VX, YEg~g**, Vc~E9*.

Soit 0~= G/G~0une orbitede G dansg~(G~est le stabilisateurde ~ dansG).
La2-formew déduitedela restrictiondeA définitsur0~unestructuredevariété
symplectique:

w(X*,Y*)(~)=<~,[X,Y]> , VX,Y09, V~e0~0,



D. Arnalet at. /Journal of Geometry and Physics 14(1994)309—331 311

øü X~estlechampdevecteurfondamentalassociéa X défini par:

X*(~)=~exp(—tX~I1o=~oad(X).

Definition 11,101.
(i) Un produit-starsur0~estunedeformation[11] de l’algèbreassociative

C~(0~),c’est a dire uneapplicationbilinéaire:

(u, vF-~u*v=~ ~ v)
r~O

oil C~(0~)[ii]] est l’espace des series formellesen ii a coefficients dans

C~(0~),tefle que les C~soientdesopérateursbidifférentielsvérifiants:

(1) C0(u,v)=uv, C1(u,v)={u,v},

(2) Cr(U,V)(1)
TCr(V,U)

(3) Cr(l,U)0, Vr>O,

(4) r+~=t Cr( Cs(U, v), w) = Cr(U, C~(v,w)) , Vt~O.

(ii) Un produit-starsur0~estdit covariantsi etseuLementsi, pourtout X, Y

dansg,

~ ?}=A(d~,d?)),

øü ~ estl’élémentdeC~( 0~)défini par

= <~,X>, V~e0~.

A toutu dansC~(0~),on associelechampde vecteurhamiltonien H~défini
par:

i(H~)w=—du.

Ii estbienconnu[12] ou [9] par exempLe)que ui—~H~estun homomorphisme
d’a!gèbredeLie, et quepour toutXdansg on a:

Hx=X*.

Dans!a suite,on noteparH(0~)l’espacedeschampsdevecteursur0~.



312 D. Arnal et at. /Journat of GeometryandPhysics14 (1994)309—331

1.1. Folarisation

Soit9C lecomplexifléde 9:
gC=ç;fj~jg

Onnotepar — La conjugaison:

_:
9C_~9C, X+iY~X—iY.

L’action adjointepeutêtreétenduea 9~parC-linéarité.
Considérons la 2-forme ~ définiepar:

B~0(X,Y)=<~o,[X, Y]> , VX, Yog.

Pourtout sous-espacevectoriela de g on notea’ le sous-espaceortogonalde a
pour la 2-formeB~0:

a’={Xe9IVYoa,~0([X, Y])=O}

Cettenotion peutetreétendueauxsous-espacesdegC:

a’ ={X+iYe9~I VX’+iY’ea, ~( [X+iY, X’+iY’])

=~0([X,X’]—[Y, Y’])+i~([X, Y’]+[Y, X’])=O}.

Lemme 1.1. Si on notepar g~l’algebredeLiedeG~alors
(i) 9’=9~~Q’

(ii) pourtout sous-espacevectoriela de~ contenant~ on a:

(a ~ ) =a , ~ a’ , dim a+dima’ =dim g+dim ~

Definition 131. Une polarisationen ~ estunesous-algèbrede Lie complexeI) de

g~contenant9~0ig~,,et vérifiant:

(i) l~est invariantesousFactionadjointede G~),
(ii) 1)’=~,

(iii) 1)+1) est unesous-algebredeLie de 9C•

Remarques.
(1) La condition (ii) est équivaLente aux deuxconditionssuivantes:

(ha)dimc~=~(dimug+dimug~o),
(iib) ~0([b,b])=O.

(2) Soit ~=g~0 un élémentde 0~~alors, puisque 1) est Ad G~-invariante,
Ad(g)(b) estunesous-algèbrede g~qui nedependquede ~:

Ad(gh)(~)=Ad(g)(Ad(h)(~))=Ad(g)(l~), VheG~0.

Il estclair queAd (g) (l~)estunepolarisationen
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(3) Il estbienconnu[131 qu’unetelle sous-algèbre1) n’existepastoujours.

Danstoute lasuiteon supposequel’orbite 0~admetunepolarisation1) en ~.
Onassociea t~deuxsous-algèbresréellesde g, b et e définiespar:

b=1)ng=bnbn9, e=(b+b)ng.

Soient D0 le sous-groupede Lie connexede G d’algebrede Lie b et E0 celui

d’algèbrede Lie e. Onpose:

D=G~~D0, E=G~0’E0.

On aalorsles lemmessuivants:

Lemme1.2 131.
(i)b~-=e.

(ii) D0 etD sontdeuxsous-groupesdeLiefermesdeGd’algebredeLieb.
(iii) Si Eest un sous-groupedeLiedeGalorssonalgebredeLie este.

Lemme1.3 131. Lesdeuxconditionssuivantessontéquivalentes:
(i) D~0estunfermede9*;

(ii) D~~0~~0+e°oiLeO={~eg*I<~,e> =0}.

Danstoute La suite, on supposequeE estun sous-groupeferméde G. Donc
d’après [14] (p. 105, Th. 2—3) il existeuneuniquestructureanalytiquesur E
telle queE soit un sous-groupede Lie de G. Dansce cas,vu que D E et queD
estsous-groupeferméde G, E/D seraun espacehomogène.

1.2. Fonctionspolarisables

Ii estbienclair quesi X+iYegc alors:

~ V~e0~.

Considéronsla poLarisationgéométriquecomplexeF de la variétésymplec-
tique (0~,w) définiedela manièresuivante:

7 IV*(.5 \ V*
~ol-~” ~~‘,O) ~-“‘~o ‘

F~=Fg.~0=g~F~0={X*(~)=X~,XEAd(g)(1))}

={(Ad(g)X)*(~) , Xel~}.

Remarquonsque cettepolarisationest bien définie car 1) est G~-invarianteet
qu’elleestanalytiquecarl’action adjointeestanalytique.Enfin cettepolarisation
estG-invarianteparconstruction.

On désigneparH(0~0)~l’espacedeschampsde vecteurscomplexessur0~~:
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H(0~0)~=H(0~0)+iH(0~0)

Définissonscommedans[12] lesdeuxsous-espacesvectorielsdeH(0~)~:

~ Vç~EO~)}

v~(0~0){XeH(0~0)~I[X, ~‘~(0~)] ~

Lemme 1.4.

u°F(0~)={XEH(0~)CIVYEv°F(0~),w(X,Y)=0}

Démonstration. Soit XdansH( 0~)~tel quepourtout Yde v~-(~ w(X, Y)= 0.
Soit~=g~c~0un élémentde0~et soitZun élémentdeAdg(1)). PuisqueIa polar-
isation géométriqueF est analytique, il existe Y dans v~(0~0)tel que
Y(~)=Z*(~).Ona donc:

~ Y(~))=0.

Ceciétantvrai pourtous lesZ dansLa polarisationen~Adg(l)), X(~)appartient

àF~.
Inversement,i! est clair quesi Xestdans v°~(0~0)et Yest dans e~(0~0)alors

w(X, Y)=0.

Lemme 1.5.

[~j~.(O~0),v~.(0~0)] c v~(0~0)

Demonstration.Ceci estuneconsequencedirectede l’identité deJacobi vérifiée
par lecrochetde Lie.

Remarqonsque z’,i.(0~)est le normalisateurde v~(0~0)dansl’algèbrede Lie
H(0~)~.

Définissonscommedans[121 lesdeuxsous-espacesvectorielsdeC (0~):

~0~)={feC°°(0~) H1-ev~-(0~0)}

~0~)={fcC~(0~) H1-n u~-(0~0)}

Si U est un ouvert de 0~on définera de la même manière v ~( U), v~(U),
f~(U), ~

L’app!icationfI—~Hfétantun homomorphismed’algèbrede Lie, fj~-(0~0)estle
normalisateur de f~. (0~)pourlecrochetde Poisson.

De mêmei! estclair qued’aprèsle lemme1.4:

{fg}=0, Vfgef~-(0~).
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Lemme 1.6.

0~~)={feC~(0~0)IX(f)=0,VXci~.(0~0)}.

Demonstration.D’aprèsle lemme1.4 on al’equivalence:

fE 0~)~df(X)=w(X, H1) =0, VXe i~-(0~).

Lemme 1.7. Soitfun élémentde ~(0~) alors:

f(gh~0)=f(g~0), Vg~G,V/lED.

Demonstration.SoitXun champdevecteursur0~vérifiant:

V~=g~E0~,~YEblX(~)=(Adg(Y))*(~)

Un tel champdevecteurest dansv°F(0~0).Onadonc:

X(f)=0.

Donc,pour Yfixé dansb,

(d/dt)f(gexp tY~)I(O=0

etf(gh~0)=f(g~0)pourtout h deD0 doncbiensürpourtouth de D.

1.3. Structuredevariétékaehlériennesur E/D

Definition 1.8. Un espacevectorielkaehlérienVest un espacevectorieLsymplec-
tique (V, w) munid’une structurecomplexeJtellequeJESP(V):

w(J(u),J(v))=w(u,v) , Vu,vcV.

Surun espacekaehlérien,on peutdéfinir uneformebilinéaireréellebpar:

b(u,v)=w(u,J(v)) , Vu,vEV.

Cetteformeestsymétrique,nonsingulièreCt J-invariante:

b(u,v)=b(J(u),J(v)) , VU,VEV.

Definition 1.9.Une structurekaehlériennesur (V, w) estdite positivesi etseule-
mentsi b est définiepositive.

Definition 1.10. SoitMunevariétécomplexemunied’une 2-formesymplectique
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w, alorsMestdite kaehLériennesi et seulementsi pourtoutx dansM, la2-forme
w,~,et la structure complexe déduite de ceLLe de M définissent sur T~Munestruc-
ture d’espace vectoriel kaehlérien.

UnevariétékaehlérienneMestditepositivesi etseulementsi pourtout x dans
Mla structure kaehlérienne sur T~JWestpositive.

Puisqueb’ =e, b peutêtre vu comme l’algèbre de Lie du stabiLisateurde la
restrictioni~de c~oa e pour l’action coadjointe de E et par suite E/D sera l’orbite
de ij~sousl’action de E danse’~.Elle estdonc munied’une structure de variété
symplectiquecanonique.Dansla suiteon notew0 la 2-forme définie sur E/D.

Si on notetoujoursparX~(Xee) lechampdevecteursurE/D défini par:

X*(i~)=~oadX,Vi~=e~0EE/D,

øü adXestla restrictiondead Xà e, aLors on a:

wo(X*, y*)(~)<~ [X, Y]>

Remarquonsque,si Xestun élémentde e,alorson a:

X*(,1o)=0<~>XEb.

Cette variétéE/D est munied’une structurede variétépresquecomplexeE-in-
variantedeLa faconsuivante:

Soit mun sous-espace vectoriel de e supplémentaire deb:

e=b0m.

Soit Xun éLément de m, alors ii existe un uniqueY dansmtel que X+ i Ysoit un
élémentde 1). En effet puisqueXestdanse, ii existe Y’ dans9 tel que X+iY’ soit
dans1). Maintenantsi Y” est un autre élément de g tel que X+iY” soit dans 1~
alors:

Y’—Y”= -~ ((X+iY’)—(X+iY”))e1)ng=b.

Définissonsl’appLication:

T~0E/D-~T~,0E/D

par

J~0(X*(flo))=Y*(i)o)

RappeLonsque{X*(ijo), XEm} engendreT~0E/D.Pouri~=e~0(eEE) l’applica-

tion J~est définie sur T~E/Dpar:

IL est clair quepourtout~dansE/D on a:
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(J~)2=—id.

PourX dansmon noteraparfoisparJ(X) L’unique élément de mtel que X+ iJ(X)
soitdans1).

Le tenseurdetorsionNdeJestdéfini a l’origine par: VX
1, X2Em

N(X~,Xfl (~)=2( [J(XT), .J~)1— [X’~,Xfl

—J([X~,J(Xfl])—J([J(Xfl,Xfl))(i-jo)

On a:

[X1+iJ(X1),X2+iJ(X2)]=[X1,X2]—[J(X1),J(X2)]

+i([J(X1),X2]+ [Xi,J(X2)])eb

etpar suite:

J([X~,J(X~)1+[J(XT),Xfl)(~i0)=—([XT,Xfl—[J(Xfl,J(X~)])(,70)

etpar suiteNm0 a l’origine. Vu queN est E-invariant [15, p. 191, prop.2—3], N
estidentiquementnul.D’après [15, p. 124,th. 2—5 1~J définit surE/D unestruc-
ture devariétécomplexe.

Maintenanton a: VX1, X2Em

<‘m, [X1+iJ(Xi),X2+iJ(X2)]>

=<~,[X1,X2]— [J(X1),J(X2)]+i([J(X1),X2]+ [X1,J(X2)])>=0

Doncen particulier:

~ [X1,X2]>=<’10, [J(X1),J(X2)]>

ou encore:

wo(XT,X~)(,io)=wo(J(Xfl,J(Xfl)(~~o)

w0étantE-invariante,(E/D, w0) estunevariétékaehliérienne.

Lemme1.11.SoitfunefonctionC~surE/Dalorsfestholomorphesietseulement
Si: Vi~=e~j0eE/D,VXEm:

((Ad(e)(X))*+i(Ad(e)J(X))*)(f)(tj)=0.

Demonstration.Soit (U, z1, ..., z~)unecartede la variétécomplexeE/D autour
d’unpoint ~=e~j0.Rappelonsquesi on posez~=x1+iy,,alorson a:

J(ô/8x,)=ä/ôy,, J(ô/8y,)= —a/ax,.

Rappelonsaussiquel’espaceT~E/Dest engendré par {(Ad(e) (X) )*(~j), XEm}.

Sachantque
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ía a a

est une base de T~1E/D,il existe une base {X1, ..., X~,Y1, ..., Y~}dem telle que:

(~)= (Ad(e) (X,) )*(~), (ti) = (Ad(e) (Y,))*(~j).

Dans ce cas on a:

(~)= ~( (Ad(e)X1.)*_i(Ad(e)Y)*) (~)

=~( (Ad(e)X,)*_i(Ad(e)J(X1) )*) (~)

2. Parametrisation desorbites de La representationcoadjointe

Ii est bien clair que E définit une structure de fibre sur G/D de base G/E et de
fibres difféomorphes a E/D. De mêmeD définit une structure de fibre sur 0~de
base G/D et defibres difféomorphesa D/G~0vD~0.Ona donc:

H1 :0~sG/G~0—*G/D, H2:G/D-*G/E.

On poseH=H2~H1.
Remarquons que G/D peut être vuecommeunevariétéde Poissonrégulière

dont !es feuilles symplectiques sont difféomorphesa La variété kaehlérienne E/D
et de codimension La dimensiondeG/E (la codimension de e dans 9) [16].

Posons:

g=b0m0m’=e0m’.

Dans le cas oü m (resp.m’) est non nul, on considèreunebasef={X~,...,
Y1=J(X1), ..., Y~=J(X~)}de ni (resp.f’={Z~, ..., Zr} de m’). Posons:

0,-, { g~~0EO~If’ soit linéairementindépendant modAg(g)(e)}

Remarquons que ceci a un sens car si b estG~0-invariante,1) l’est aussi et par suite
e est G~-invariante. In n’est pas difficile de prouver que 0~-~estun ouvertde 0~.

Soit c~=g~0un élémentde0~,et sois m~un sous-espace vectoriel supplémen-
taireàAd(g)(b) dansAd(g)(e):

Ad(g)(e)=Ad(g)(b)0tn~.
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I! estbienclair qu’onpeutdéfiniruneapplicationJ surm~commepour ~=~.

De même,ii n’est pasdifficile de voir queLa structurecomplexede E/D ne de-
pendni du point choisi dansl’orbite ni du choixdu supplémentairem~.

Lemme2.1. SoitfunefonctionC°°sur ~ et soit~=g~0 un elementde0~,alors
lesdeuxassertionssuivantessontequivalentes:

(i) X*(f) (‘~)=0, VXEAd(g) (I)),
(ii) X*(f)(~) =0, VXeAd(g)(b) et (X*+i(J(X))*)(f)(~)=0, VXEm~.

Demonstration.Ii suffit de prouverle lemmepour ~. Ii est clair que (i)=~.(ii)
(VXem, X+iJ(X)El)).

Maintenant soit X+iYun élément de I), a!ors Xest dans e et par suite X=X1+X2
avec X1 dans b et X2 dans m. On a donc:

(X+iY)*(f) (~)

= (XT +X~+iJ(X2)*+i( Y—J(X2) )*) (f) (‘~o)

=XT(f) (‘~~)+ (X~+iJ(X2)*) (f) (~)+i(Y*_J(X2)*) (f) (~)
=0,

carpardefinitiondeJ, Y—J(X2) est dans b. LI

Lemme2.2. ~°F(0~~)est l’ensembledesfonctionsfquisontdelaforme:

f= H’ ((p)

oft (p est unefonctionC°°sur E/D tellequesa restrictiona chaquefibre E/D est
holomorphe.

Demonstration. Ce lemmeestuneconsequencedirectedeslemmes2.1, 1.7 et
1.11. Li

Lemme 2.3. Soit ~=g~0 un elementdeO~,alors toutelementXdeg s’écritd’une
faconunique:

X= ~ a~,(~)Z,+X(~)

oft X(~)appartient ft Ad(g)(e) et a~,(c~)a R. De plus les a~,et l’application
-~X(~)sontC°°et vérifient:

~ VhEE, Vie{1, ..., r},

X(gh~~)=X(gc~0),VhEE.

(Ilsontdoncdansf~(0f~).)
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Demonstration.Ii estclair queX s’écrit d’unefaconuniquesousla forme:

~ a~(~)Z~+X(~).

Mais puisquepourtout h dans E,Ad(gh) (e)=Ad(g) (e) alors:

a~,(gh~0)=a~1(g~0),VhEE,ViE{1,...,r},

X(gh~0)=X(g.~0), VhEE.

Le fait que les aA-, sontC°°se démontred’une faconanaloguea celle du casreel
[12]. Li

Lemme 2.4.Soit(G/D),- l’imagedeO,-~par H1 alors:

~:0,-~—~F~x(G/D),-,

est un difféomorphismesur un ouvertde lR’~x(G/D)1.,.

Demonstration.La demonstrationde ce lemmeestanaloguea celle du cas reel
[12]. Li

Lemme2.5. Ii existeun ouvert VdeG/Dautourde 1 ~Det un systèmedecoordon-
nées(q’1, ...,q~.,z’1,...,zç)(lesq appartiennentàP,1esz~aC) telquelesqsoient
lesvariablestransversesdela variétédePoissonrégulièreG/Detla 2-formew0sur
laprojectionde Vsurchaquefeuillesymplectiques’écrive:

1 __~ , ~—~dz~t~dz1
~i k.j (JZk(JZJ

oft Festunefonctionréellequi nedependquedesz~,z~(pasdesq).

Demonstration.Considéronsun voisinagede 1 (élémentidentité de G) dansG
de la forme exp V3 exp V2 exp V1, oil V~est un voisinagede zerodansb tel que
expsoit un diffeomorphismede V1 dans un voisinage de 1 dans D, V2 est un
voisinagede zerodansm tel que (X, Y)F-*exp X~expY soit un difféomorphisme
de V2 x VI dansun voisinagede 1 dansE, et V3 un voisinage de zerodansm’ tel
que (X, Y, Z) ‘-*exp Xexp Yexp Z soit un diffeomorphisme.Trivialisonsalors
le fibre H2: G/D—~G/Eau voisinage de 1 D dela faconsuivante:

G/ExE/D-~G/D,

(expY~E,expX D) i-3 expYexpX~D, YE V3, XeV2.

D’après [15] quitte a prendreV2 pluspetit il existeunecartede E/D autourde
&D, (exp V2D, z’~,..., z) tellequew0soit dela forme:
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aF —

= — ~ ~~ dzk A dz~
.~.ik.j UZkUZ,

on F estunefonction réelle.Maintenantil suffit de considérerla carte (exp V3
exp V2~D,W) Oil Y’est la fonctiondéfinie par:

W(exp(q’~Z1+~“+q~Zr)expX~D)

=(q~,...,q~,z~(expXD),...,z~(expXD)). Li

Soit (V, q’1, ..., q~,z’~,..., z~)une carte de G/Dcommedansle lemmeprécédent
telle queU=Hj I (V) ~ 0,-,.Ondéfinit desnouvellesfonctionst1, q, z1 sur U par:
V~EU

t,(~) =<~,Z1>, l~i~r,

q,(~)=q’1(H1(~)), l~i~r,

z,(~)=z~(H1(~)), 1 ~js~s.

On poseraparfois/= (ti, ..., tr), q= (q1, ..., q~)et z= (z1, ..., z~).

Lemme2.6. (U, t, q, z) est unecartedeG/G~= ~ autourde ~.

Demonstration.Ceci estuneconsequencedirectedu lemme2.4. Li

Lemme2.7.

(i) v~(U)={~ a,~+ ~

,= at, 1=1 az1

(ii)

a~b,, ::., d,eC:(U)~1=0, =0, ~

Demonstration.
(i) La demonstrationde ceLemmeest analoguea celle du casreel donnéedans

[12]. En effet poursimplifier La demonstrationposons:

X1 = tI , ., Xr = tr , xr+ I = ZI , ..., Xr+s = Zs

Xr+s+I =~I, ~ X2r+~+I =Zl, ...,x2r+2sZs

On a:



322 D. Ama! eta!. /Joumna! of Geometry and Physics 14(1994) 309—331

a r±~ a
Hq1 ~ {q,,x1}-~--—, H..= ~

I (IX, I uX1

car ix,, .x,} est nul pour i etj plusgrandquer+s.

Sachantqu’en toutpoint~lamatriceantisymetrique

({x,, x,}) I Ci~2r±2s,1 ~j~2r±25

estinversibleet quela matrice

({x,, x,} )r±s~i~2r±2~,r±.~jC2r±2.c

estnulle on déduitqueF~estengendrépar les (a/ax,) (~)avecj pluspetit que
r+ 5.

(ii) ToutchampdevecteurX s’écrit sousla forme:

r a a a a
~ a,— +b,— + ~ c,.—~-+a~—.

at, aq, j=I ~ az,
Pour qu’il soit dans v~(U)il faut que [X, a/atk] et [X, a/as,] soient dans
v~( U), et par suiteil faut que:

~=0, ~ ~ ~L=0.
ètk az, atk az1

Maintenant(i) impliquequecetteconditionest suffisante. Li

Vu leslemmesprécédentset vu la formede w0 on peuténoncerla proposition
suivante:

Proposition2.8. (i)

~f~(U)=~fEC~(U)Ièf/8t,=0,Vl~i~r,etaf/a±,=0, V1~j~s}.

Autrementdit leselementsde ~( U) sontlesfonctionsC~qui nedependentque
deqet z.

(ii) Toutélément(p de f}.~(U) s’ecrit d’unefacon uniquesouslaforme:

r s ~ aF~ a1Z,+ ~ fl,-~---+/3~=~ a,t,+ ~ fl1~—+/1~
/= I I (JZ, I I (iZ1

aveca1,...,cEr,flo,...,flsdansf~-(U).

Demonstration. Remarquonstout simplementque l’unicité provient du fait que
si on appelle(At’) l’inverse delamatrice(wa) = (a

2F/az, ~ alors:

Vl~i~r,
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.~ a(pfl,=2i~AJ’<-~---,Vl~j~s. Li
k=I (JZ/<

Soit G0=expV3~expV2~expV1 un voisinageouvert de 1 dansG commedans
lademonstrationdu lemme2.5. DéfinissonslecaractèrelocalxdeD par:

x: exp V1 ~C, X(exp X) =e
2lTh<~0,X>

Soit

E
1={(p:Go_~Cl(pEC~et(p(xh)=~(h~)(p(x),VxeGo,VhEexpViIxhEGo}.

Notons

V0=G0/D~expV3 exp V2~D.

Ii est clair qu’à toute fonctionf: V0—~Con peut associerun élément (p de E1 en
posant:

(p(expZexpYexpX)=x(exp(—X))f(expZexp YD) . (*)

InversementSi (p estdansE1, ii existeun uniquef:V0—~C(qu’onnoteradansla
suitepar ~) tel que (*) soit vérifiée. Danstoute la suiteon considéreunecarte
de0~commedansle lemme2.6. Soit:

E={(peEi ~ Vl~k~s}.

DéfinissonsalorscommedanslecasreelLa representationlocalepdeGsurEpar:
Pour tout a, g de G0 tels quea —

1g soitdansG
0 et tout (p deE

(p(a)p)(g)=ço(a’g)

Considéronsalorssadifférentielledp définiepar: VXE9, VçoeE

(dp(X)~(g)=~2(exp(—tX)g) I~=o.

MaintenantsoitXun élémentdeb. PosonsY=Ad(g)(X)eAd(g)(b). Alors:

(dp(Y~)(g)=~(p(exp(—tAd(g)(X))g)I10

= ,(exp(Ad(g)(—tX))g)110

d d= ~g.exp(_tX)g
1g)/

10(p(g.exp(_tX))I,0

= (e<~0.X>(p(g) )/,=o =2im<~,X>(p(g)

=2i~<~,Ad(g~)(Y)>(p(g)=2im<~,Y>(p(g)

=2i7r?(~)(p(g),
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oü ~=gc~. Mais d’aprèsle lemme2.3:

De plus, danscecaset toujoursd’aprèsle lemme2.3,/J~estunefonctionen q’
seulement.

D’autre part pourtout i dans { 1, ..., r} on a:

(dp(Z,)(p) (exp X3 exp X2 exp X1)

d

= j~(P(exP(_tZe)expX3 expX2 expX1 )I~—~

=~x(exp(—Xi))~(exp(—tZ,)expX3expX2D)I,=o

=X(exp(—Xi))~~(exp(—tZ,)expX3expX2D)I1=0

=X(exp(—X1))(Z~)(expX3 expX2D).

Notons Diff)1(V0) L’espace des opérateursdifférentiells en a/aq~ et a/az~
d’ordre auplus 1 et ~coefficientsholomorphes.Plusprécisémentun élémentde
Diff~(V0) est dela forme:

r a s a
~ a,(q’, z’) ~ + ~ b(q’, z’) —- +b0(q’, z’)

I uq, j=I az,

Il n’est pasdifficile de voir que Diff~( V0) est stable par la crochet de Lie. Défin-
issonsalorscommedans[12] l’applicationquantification:

ô: efj.(U)—*Diff~(V0)

par

r s a
~ a,dp(Z,)+ ~.fl~~—+fl0

1=1 1=1 uZ1

si

r — s

(p= ~ a,Z,+ ~ /~—+/3~.
i=I j=I iiZ,

Proposition 2.9. ôest un isomorphismed’algebredeLie.

Demonstration.ô est surjectiveparconstruction,en effet ii suffit de remarquer
queles Z7 et lesa/az; engendrentDiff ~( V0). La fait queô soitun homomorph-
ismed’algèbrede Lie se démontred’une faconanaloguea celle du cas reel. Ceci
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découletoujoursdu fait quedp estunerepresentationde9 (onpeutpar exemple
trouverles calculsexplicitesdans [17]). Finalementsi (p estun élémentde -
tel que~(q~)=0,alors

a,=0, Vl~<i~<r, fJ,=0, V0~j~s,

carentout pointgD, {Z7(g~D),(a/az~)(gD) } estunefamille libre de Tg13(G/
D). Li

Theoreme2.10. Soit 0,-~,= G/G~,Juneorbite deG dansg~.Supposonsqu’il existe
unepolarisationb en ~ tellequeE soit un sous-groupefermedeG. Alors ii existe
un recouvrementde0~0pardescartes(U~,pj,~,Pr, q1, ..., q~,z1, ..., z2) telleque
la 2-formes’Ccrive:

r 2

~ dp, A dq1 — — ~ dz,A d~.
j=I

2i/.kI aZIaZk
(oft F,T, est unefonctionreellesur Ua~),et tellequepour tout Xdans~, X~~ s‘Ccrit
sousIa forme:

~Iu~~=~a,p,+
i=1 j=l Z

1

oft lesa, etlesfl1 sontdesfonctionsdeqet zseulement.

Demonstration.II suffit deconstruireunecarteautourde~, etpour celaen con-
sidereunecommedansLe lemme2.6. Posons:

p,=ö~a/aq~).

Pourprouverle théorèmeen reprenantlaméthodede [12] il suffit de verifier
que:

{p,,q,}=ô,,, {Pj,zk}=O.

Remarquonsque si fest unefonction sur U qui ne dependquede q et z alors
ô(f)=~oüj est l’opérateurdifférientiel d’ordrezerosur V0 acoéfficientj On a
alors:

{p,,q,}={’(a/aq~),o(q~)}=~([a/aq,q~])=o,1,

{p,,zk}=o—’([a/aq;,z~.])=o. Li

3. Produit-star sur Jesvarietes kaehlériennes

Commenconsceparagrapheparunepropositiondela théoriedesdeformations.

Proposition 3.1. Soit (V, +, m) unealgèbreassociative,etsoientD1, ..., D,1, D’1,
D’~2n derivationsde Vlineairementindependantesqui commutententreelles.
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Pour k dans N~“, dejinissonsl’operateur ~k sur Vx Vpar:

Ck(u, v) = ~ (—1) ~ DaD~fl(U)DflD~~(V)
k. k~I+~flI=k a.fi.

oft D=(D1, ..., D~),D’=(D’~, ..., D,) et a, /3 sont des n-uplets. Alors
(m+ ~ I v’~Ck)estunedeformationformelledem [11].

Demonstration.SoitD1 ( V) La sous-aLgébreassociativedesapplicationslinéaires
engendréepar Id(-, D1, ..., D,~,D’1, ..., D~.Cettesous-algèbreestcommutativeet
parsuitelesformulesdubinômedeNewtons’appliquent.Onnotepar (xi, ..., x,,,

y~)lesélémentsde p

2n Notonspar Diff~
1(~2n) la sous-algèbredesopéra-

teursdifférentielssur P
2’~a coefficientsconstants.Puisqueles D, et D~commu-

tent entre eux, il existe un unique homomorphismesurjectif d’algèbres
associatives:

W:Diff~
1(~P

2~)—~D
1(V)

tel que

!P(Idc~(p2~))=IdI., ~P(a/ax,)=D,, !P(a/ay,)=D~.

Pourtoutp dans~ on note:

D~(V)=D1(V)®~®D1(V) (pfois)

et

Diff(.p(l~
2~Z)=Diff~.

1(P
2~)®”®Diff(. (p2n) (p fois)

On pose:

D(V)— ~ D~(V) DiffJtP2~)=~ Diff~(P~’~)
I)r=~

Y’s’étend d’une faconnaturelleetun homomorphisme:

Maintenantsi A~estun élémentde Diff~~(Ll2’~)et M
1, ..., M~sontdeséléments

respectifsde D~ff~.a(~2n), ..., Djff~~p(L~

2hl) (p, a
1, ..., a~E~J)aLors:

W(A0(M1(...),...,M1,(...)))=W(A0)(W(M)(...),...,~‘(M~)(...)). (*)

!Ps’étendpar v-linéaritéen uneapplicationsurjective:

ou (D( V)) [ v]] désignel’espacedesseriesformeLlesen v a coefficientsdans
D ( V).
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Ii estclair quem+ ~ v”~Ckestl’image ¶Pduproduit-stardeMoyal surp 2n [1].
Enfin d’après (*), m+~ v”Ck définit sur V[ v]] une structure d’algèbre
associative. Li

Soit (M, w0) unevariétékaehlériennededimension2n. Soit (U, z1, ..., Zn) une
cartedeMtelle quela2-formew0soitdela forme:

u a
2F -

~ ~
.~.ik,j uZ, tJZk

Soit (A”) la matrice inverse de la matrice (wa)= (a2F/az, ~ Ona donc:

If ~ ‘~~‘~,g
1— J,t~I ‘\aZk a~, aZk az,

Définissonsles opérateursdifférentielsd’ordre 1 suivants:VIE { 1, ..., n}

~ A’~
t ~

az, k.t=I a~,az, aZk

et

a~D~(f)=(—2i)~
k1 aZk

Lemme3.2.
(1) LesD, etD’k commutententreeux.

(ii) VfgECOC(U)on a:

{fg}= k~I (D~(f)D~(g)—Dk(g)D~(f)).

Demonstration.La demonstrationdece lemmeestpurementcalculatoire. Li

Remarquonsque sifest holomorphealors:

D~(f)=0, VIE{l,...,n},

et réciproquement.De plus si f=>.7~a,aF/az~ oü les a, sont des fonctions
holomorphes,alors:

D5(f)=(—2i) ~ atAkj ~F =(—2i)a,.

t,kI aZIaZk

Pourkdans NtJ’~,notonsCk L’opérateurdifférentielsur Uconstruit a partirdes
D, et D~comme dans la proposition3.1. Alors la propositionsuivantedécoule
facilementdesremarquesqu’onvient defaire.
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Proposition 3.3. (i)

M=m+ ~ v”C

est un produit-starsur U.
(ii) Sifetg sontdeuxfonctionsholomorphessur Ualors:

M(f g)=fg.

(iii) Si

“ aF n
f= ~ak-~---+ao, g= ~/lk~—+flo

k=! uZ~ k=I (JZk

sontdeuxfonctionssur Utellesquea, a1, ..., a,~,~ /ll, .,/.

3k soientholomorphes
alors:

M(fg)=fg+v{f,g}+~v’h,

oft h estunefonctionholomorphe.

4. Existencede produits-star covariants

Soit 0~uneorbitede G dans9* admettantunepolarisationen ~ telle queE
soitferme.Considéronsun recouvrement(Ua) de 0,-,,, pardescartescommedans
le théorème2.10. DansLa suiteon supposequece recouvrementest contractile.
On notetoujourspar Ck(, l’opérateurdifférentiel sur Uc, construit a partirde a~
aq, a/aqr, D

1 D3, D’1, ..., D, a/ap1, ..., a/ape.Alors vu La proposition3.3
on a:

Proposition 4.1.

~ pk(~

est unproduit-starsur U~,verifiant:

(i) VfgEcff~-(U,,)

M~(f,g)=fg;

(ii) Vf,gEfj~(U,,)

M,,(f,g)=fg+v{fg}+~v
2h,

avech dans~‘F(U(,).

Théorème4.2. Soit 0~,,uneorbite de Gdansg~admettantunepolarisation en
tellequeEsoitferme,alors il existeun produit-starcovariantsur 0,,.
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Demonstration.Vu lesoutils qu’ona introduit, la demonstrationde ce théorème
estmaintenanttout a fait analoguea celle du casreel donnéedans[7]. En effet,
soit (Ua)acA un recouvrementcontractilelocalementfini de 0,-,, commedansle
théorème2.10 et soit kun élémentde~tJ’~.Supposonsque surchaqueUa il existe
un produit-star*,, = ~ ~ tel que

(i) Va,/3eA

CraCrp surUafl=U(,nUp, Vr<2k;

(ii) VrEN

C2r+i(~f’
1(Uc,),~!1(U~,fl=0,

C
2r(~f

1(Ua),~°(Uc,fl=0,

C
2r(~f

1(U~,,),~(U,,,)) ~

Noussavons[7] quepourtout a,/3 dansA iL existeun opérateurdifférentielH,
21,

sur U~1,=U,~,n U1, tel que,avecles notationsde [6]:

ôHap= C2k(,— C2kp,

=C~+1.~— C2k±

On a donc

óH~,1,(u,v)H~1,(uv)uH~1,(v)vH,,1,(u)=0,

(*)

aH~1,(u,v)=Hc,,,({u,v})—{u,H,2p(v)}—{Hap(u),v}=0,

(**)

(***)

De (*) et (* *) on déduit que,quitte a retrancherde H~1,les termesOil on ne
derivepasrapporta p, et ~, on peutsupposerqueH~,1,est nul sur ~f°( U,~p).Il
envoiealors~(U~,1,)dans~°(U~,1,).Posons:

H,2fl(aF,2/azk)=(_2i)uk, H~,1,(p,)=v1, (l~k~s,l~j~r)

etconsidéronsLa 1-forme0:

0= ~ u~dz1+ j=I v1 dq,.

Puisqueles u~et lesr~,sontdans f°(U,,1,),

-‘au S ra
dO= ~ ~-

1dztAdz,+ ~ ~
i.t= 1 UZ

1 1= I I aq1
r av r ‘av

+ ~ ~dq~,’~dq,+ ~ ~
1.1=1 LJq, j=1 1=1 az,
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Mais d’après(* *) on a:

~ u1})

= (—2i)
2(au,/az

1—au1/az,-)=o,

H~1,({aF~/a~,, p~}) = (—2i ){u,,p~}+ {aF~/az,, v,}

=(—2i)(—au,/aq1+av,/az,)=o,

Hap({p,,pi}){v,,pt}+[p,,vt}av,/aq1+av1/aqj=0,

etparsuitedO=0. PuisqueU,,1,estcontractileil existeunefonction(p,,p telleque:

0=d(p,,1,.

Ii en résultedoncqueq.i,,1, estdans f°(U,,1,) et que:

H,,1,(aF,,/az1)= ~(p,,p, aF,,/az,} , H,,1,(p,) = {(p,,p, Pi}

Donc,quitte a corrigerH,51,par 8(p~p(a(p,,1,(u)={ç9,,1,, u}), on peutsupposerque
H,,1, est nul sur S’

1 (U,,
1,). Maintenantavec ce choix pour tout a, /1, y dansA,

H,,1,~(=H,,1,+H1,~+H~,,)estun champde vecteurhamiltoniennul sur4(U,,1,~)
et par suite il est nul. On peutdonc, en considérantune partition de L’unité
(W,,),seA, construirelesopérateursdifférientielsK,, sur U,, par:

K,,= ~
P

Considéronsalorsle nouveauproduit-star*, sur U,, défini par:

u*, v=exp(p
2kK,, )(exp(— jj2kK u) *,, exp(— v2kKc,v))

Cesproduit-starsvérifient leshypothesesde la recurrencea l’ordrek+ 1. Li
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